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r♦❜✐❧❧❛r❞❅❡♥s✐✐❡✳❢r
❜❧❛③②❅❡♥s✐✐❡✳❢r s♦✉t✐❢❅❝♥❛♠✳❢r
❘és✉♠é ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢é✲
r❡♥❝❡s ♠✐♥✐♠❛❧❡ CPM ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡ s✬✐♥s❝r✐t
❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❈♦♠♣❈❡rt q✉✐ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡
♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✱ ❞✬✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈✳ ▲✬✉♥❡
❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❝❡rt✐✜é ❡st ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡s r❡❣✐str❡s ❞✉
♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❖♣t✐♠✐s❡r ❝❡tt❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ CPM ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t
❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❝♦♥❝❡r♥❛♥t CPM ❡t ♣r♦♣♦s♦♥s ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st
✉♥❡ ❥♦♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s✱
❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ♣r♦✉✈❛♥t ❝♦rr❡❝t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❤♦r♠✐s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r ❞♦♥t ❧❛ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛ ♣♦s✲
t❡r✐♦r✐ s✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r♦♣♦sé❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦rr❡❝t❡✳
▼♦ts✲❈❧❡❢s✳ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❀ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡s ❀ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✭❆P❳✲❞✐✣❝✉❧té✮ ❀ ♠é✲
t❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ❀ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❀ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡s✳
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❈❡rt q✉✐ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ❈ ✈❡rs ❧❡
❧❛♥❣❛❣❡ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ♣♦✉r P♦✇❡rP❈ ✭❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈✶✮✱ ❝❡rt✐✜é à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛s✲
s✐st❛♥t à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞✉ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ❝❡rt✐✜é✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡♥s✐❜❧❡s ♦ù
❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞❡ sé❝✉r✐té ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s ❢♦rt❡s s✉r ❧❛ ✈❛❧✐❞✐té ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s é❝r✐ts✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ❢❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡♠❡✉r❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝♦❞❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✉♥ ❜✉❣ ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛✲
t❡✉r ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♣❡✉t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝♦❞❡ ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❣é♥éré ❡t ❞♦♥❝
✐♥✈❛❧✐❞❡r ❧❡ ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡♠❡♥t ❝❡rt✐✜é✳ ❉❡ ❧à ❡st ♥é ❧❡ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐✲
❧❛t❡✉rs ❝❡rt✐✜és✳ ▲❡ ♣r♦❥❡t ❈♦♠♣❝❡rt ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❛✈❡❝ ❧✬❛ss✐st❛♥t
✶ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ✿ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈✱ q✉✐ ♥é✲
❝❡ss✐t❡ ❧♦rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r q✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛♥❞❡s s♦✐❡♥t ❡♥
r❡❣✐str❡ ❡t ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ q✉❡ ❞❡s ♦♣ér❛♥❞❡s s♦✐❡♥t st♦❝❦és ❡♥ ♠é✲
♠♦✐r❡ ♠❛✐s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❧✉s r❡str❡✐♥t✳
✷ ❙✳ ❇❧❛③②✱ ❇✳ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ❡t ❊✳ ❙♦✉t✐❢
à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❈♦q ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ré❛❧✐st❡ ❞✬✉♥ ✈❛st❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡
❈ ✈❡rs ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛ss❡♠❜❧❡✉r ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r P♦✇❡rP❈✱ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é✈♦❧✉
❛✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❡♠❜❛rq✉és ✭❬▲❡r✵✻❪✮✳ ▲❛ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r
❈♦♠♣❈❡rt ❝♦♥s✐st❡ à ♣r♦✉✈❡r q✉❡ t♦✉t ❝♦❞❡ s♦✉r❝❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡st ❝♦♠♣✐❧é ❡♥ ✉♥ ❝♦❞❡ ❡①é❝✉t❛❜❧❡ ❞♦♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡
s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❡rr❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♥✬✐♥t❡r✈✐❡♥t✳ ▲❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt ❛❝❝♦♠✲
♣❧✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❡①é❝✉t❛❜❧❡✳ ■❧ ❡st ❞✐t ♦♣t✐♠✐s❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ✐♥tè❣r❡ à ❞✐✛ér❡♥ts ♥✐✈❡❛✉①
❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞✉ ❝♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✐s❡s ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞♦✐✈❡♥t ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡ êtr❡ ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡rt✐✜é❡s✳
P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❥❡t ❈♦♠♣❈❡rt✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♣♦✉rr❛ s❡ r❡♣♦rt❡r
à ❧❛ ♣❛❣❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t ✭❬❈♦♠❪✮✳
▲✬✉♥❡ ❞❡s ♣❛ss❡s ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❡st ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ❈✬❡st à ❝❡tt❡ ♣❛ss❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ❝❛r s♦♥ ♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♠❛♥✐♣✉❧é❡s ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❝♦♠♣✐❧❡r s♦♥t st♦❝❦é❡s s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❝❡♥✲
tr❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ s♦✐t ❞❛♥s ❞❡s r❡❣✐str❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ▲✬❛❝❝ès ❛✉① r❡❣✐str❡s
❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❝❡♥tr❛❧❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❧✐♠✐té ❡t ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❞✬❛❧❧♦✉❡r ❛✉ ♠✐❡✉① ❝❡s r❡❣✐str❡s
❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ r❡✲
❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ✐❧ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✱ ❛♣♣❡❧é
❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✿ ❝❤❛q✉❡ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉ré❡
❞❡ ✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ✈✐✈❛♥t❡s ❞❛♥s ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉✐ s✬✐♥t❡r✲
s❡❝t❡♥t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧❛❝é❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❡❣✐str❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❢♦✉r♥✐t ❛❧♦rs ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ r❡❣✐str❡s q✉✐ s❡r❛✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ♣❧❛❝❡r t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ r❡❣✐str❡s✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥✲
t❡r❢ér❡♥❝❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭♥♦t❛♠♠❡♥t ❝❛r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ❞✉ré❡s ❞❡ ✈✐❡ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ✉♥✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❡t ♥♦♥ ❞❡s
✐♥t❡r✈❛❧❧❡s✮✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt s♦♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s tr✐❛♥❣✉❧és✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✱
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t été ❛❜♦r❞é s♦✉s ❧✬❛♥❣❧❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❡t ❛ ❝♦♥♥✉ ✉♥
r❡❣❛✐♥ ❞✬✐♥térêt ❞❡♣✉✐s ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s ♦ù ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s✬❡st ❛✈éré❡ très ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡ ✷✮✳
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ❡st tr✐♣❧❡✳ ❆♣rès ❛✈♦✐r ❞é❝r✐t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r CPM ❡t ✉♥ ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❝♦♥♥✉❡s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡ ✭♣❛rt✐❡ ✷✮✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s
✉♥ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s CPM
❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és ✭♣❛rt✐❡ ✸✮✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✹ ✉♥❡
❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ré❝❡♥t❡ ✭❬●❍✵✼❪✮ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
CPM ✳ ❙❛♥s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡ ❧❛ ❝❡rt✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥❞✐q✉❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛
♣❛rt✐❡ ✺ ❝❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡rt✐✜❡r ❡t ❞❡ q✉❡❧❧❡ ♠❛♥✐èr❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳ ▲❛
♣❛rt✐❡ ✻ ♣rés❡♥t❡ ❞❡s ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳
❈P▼ ✿ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✸
✷ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✱ ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❛♥s
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ❣r❛♥❞
♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐r❡ ❡t é❝r✐r❡ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❈❡s ❛❝❝ès s♦♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❣♦✉r♠❛♥❞s ❡♥ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❛❝❝é❧ér❡r
❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t ♥♦♠❜r❡✷ ❞❡ ③♦♥❡s
❞❡ st♦❝❦❛❣❡ à ❛❝❝ès ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱ ❧❡s r❡❣✐str❡s✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss❡✉r ❡st ♣r❡sq✉❡ t♦✉❥♦✉rs ✐♥❢ér✐❡✉r ❛✉ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥
❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ♦ù s♦♥t st♦❝❦é❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à
t♦✉t ♠♦♠❡♥t ❞❡ s♦♥ ❡①é❝✉t✐♦♥ ✿ s♦✐t ❡♥ r❡❣✐str❡s s✐ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs s♦♥t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱
s♦✐t ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡ ❝❛s é❝❤é❛♥t✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s✳ ■❧ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ❡♥tr❡
❝♦♥s❡r✈❡r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ v ❞❛♥s ✉♥ ♠ê♠❡ r❡❣✐str❡ R ♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡
❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭❝❡ q✉✐ r❡♥❞ R ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❞✬❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✱
❡t ré✉t✐❧✐s❡r R ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v ♥✬❛ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❝♦♥s❡r✈é❡ ❡♥ ✈✉❡
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥s ❢✉t✉r❡s ✭❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ tr❛♥s❢ér❡r ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ v à
❝❤❛q✉❡ ré✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ R✮✳ ▲✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ❧❛ ♣❛ss❡ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
❧❛ ♣❧✉s ét✉❞✐é❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ à ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r✳ ▲❛
q✉❛❧✐té ❞✉ ❝♦❞❡ ❝♦♠♣✐❧é ❞é♣❡♥❞ ❡♥ ❡✛❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡
r❡❣✐str❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s s♦♥t ❧❡ ✈✐❞❛❣❡
❞❡ r❡❣✐str❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❡t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳
▲❡ ✈✐❞❛❣❡ ❞é❝✐❞❡ q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡r♦♥t st♦❝❦é❡s ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ❡♥ r❡❣✐str❡s✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥❡ ❛♥❛❧②s❡ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❛♥❛❧②s❡ ❞❡
✈✐✈❛❝✐té✱ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❉❡✉①
✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ✐♥t❡r❢èr❡♥t ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ♠ê♠❡ r❡❣✐str❡✳ ■❧
❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr❛❝❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ r❡❣✐str❡s ét❛✐t ✐❧❧✐♠✐té✱ t♦✉t❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞r❛✐t à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s ✭✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ét❛♥t ❛❧♦rs ❛ss♦❝✐é❡
à ✉♥ r❡❣✐str❡✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ χ(G) ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ✐♥❞✐q✉❡
❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ▲❛ ❞ét❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ χ(G) ❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡
❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s
tr✐❛♥❣✉❧és✸✳ ❖r✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ très ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s
❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♦♥t ❧❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té ❞✬êtr❡ tr✐❛♥❣✉❧és✳ ❙✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
r❡❣✐str❡s ♣rés❡♥ts ❡st ✐♥s✉✣s❛♥t✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥t ❛❧♦rs ❞❡ st♦❝❦❡r ✭✐♥str✉❝t✐♦♥ st♦r❡✮
❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ♣❧✉tôt q✉✬❡♥ r❡❣✐str❡ ❡t ❞❡ ❧❡s ❝❤❛r❣❡r ❡♥ r❡❣✐str❡
✭✐♥str✉❝t✐♦♥ ❧♦❛❞✮ ❧♦rsq✉❡ ❝❡❧❛ s✬❛✈èr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳
❉✐✛ér❡♥t❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t ❛❧♦rs ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡s ✷✳✷ ❡t ✷✳✸✮✳
✷ ❉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ✉♥✐tés à ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s s❡❧♦♥ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛
♠❛❝❤✐♥❡
✸ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ tr✐❛♥❣✉❧é ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥❡ ♣♦ssé❞❛♥t ❛✉❝✉♥ ❝②❝❧❡ ✐♥❞✉✐t s❛♥s ❝♦r❞❡ ❞❡
❧♦♥❣✉❡✉r s✉♣ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ✹✳ ▲❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ✉t✐❧✐sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬✐♥✲
✈❡rs❡ ❞✬✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ tr♦✉✈❡r χ(G) ❞❛♥s ❞❡ t❡❧s ❣r❛♣❤❡s✱ ❝❢✳ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❲❡s✵✵❪✳
✹ ❙✳ ❇❧❛③②✱ ❇✳ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ❡t ❊✳ ❙♦✉t✐❢
▲❛ ❢✉s✐♦♥ t✐❡♥t ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡s ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✜♥ ❞❡
♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s tr❛♥s❢❡rts ❡♥tr❡ r❡❣✐str❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ x = y ❡♥✲
tr❛î♥❡ ✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t y✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❢❛✐t q✉✬❛✉ ✈✉ ❞❡
❝❡tt❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❞❡ st♦❝❦❡r x ❡t y ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ r❡❣✐str❡✳ ❈❡s
♣ré❢ér❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♣❛r
❧✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬❛rêt❡s✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é
❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉✐✈❛♥t✳
✷✳✶ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
▲❡ ❣r❛♣❤❡ à ❝♦❧♦r✐❡r ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts r❡♣ré✲
s❡♥t❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à ❝♦♠♣✐❧❡r✳ ▲❡s ❛rêt❡s s♦♥t ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s✳
▲❡s ❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ r❡❧✐❡♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
q✉✐ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s ♦❝❝✉♣❡r ❧❡s ♠ê♠❡s r❡❣✐str❡s✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ r❡❧✐❡♥t
t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s t❡❧❧❡s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥
❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❡t ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡
❝❡s s♦♠♠❡ts✮✳ ❯♥ ♣♦✐❞s ❡st ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ✉♥ tr✐♣❧❡t
(S, I, P )✱ ♦ù G ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡st S✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st I ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡st P ✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❢♦r♠és ♣❛r S ❡t I ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t S ❡t P ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s♦♥t
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és ✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡t ♣r❡❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G✳ ❙♦✐❡♥t ✉♥ ❡♥t✐❡r str✐❝✲
t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ k✱ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❡t ✉♥ ❣r❛♣❤❡
G✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✱ ♥♦té CPM ✱ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r
✉♥❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡✹ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G✺ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
f =
∑
(i,j)∈D wij + c|NC| ♦ù D ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s
❡①tré♠✐tés s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭♦✉ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❧♦✲
ré❡✮✱ wij ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛rêt❡ (i, j)✱ NC ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♥♦♥
❝♦❧♦rés ❡t c ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❛❝❝ès ♠é♠♦✐r❡✳
❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ CPM ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥ ❞♦✉❜❧❡t (k, G)✻ ♦ù k ❞és✐❣♥❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♠❛①✐♠✉♠ à ✉t✐❧✐s❡r ❡t G ❧❡ ❣r❛♣❤❡ à ❝♦❧♦r❡r✳ ▲✬❛❧❧♦❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❛♣♣❧✐q✉é ❛✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝♦✉❧❡✉r r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥
r❡❣✐str❡✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ♥♦♥ ❝♦❧♦rés ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❞❡✈r♦♥t êtr❡
st♦❝❦é❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞✉ ✈✐❞❛❣❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s✮✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✶ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞✬✐♥st❛♥❝❡ rés♦❧✉❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✸✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❊♥ tr❛✐t ♣❧❡✐♥
s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡t ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧é ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✳
✹ ▲❡s s♦♠♠❡ts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t♦✉s ❝♦❧♦rés✳
✺ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ G t♦✉t❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲
❣r❛♣❤❡ ❞❡ G✳ ❉❡ ♠ê♠❡ G ❡st ❞✐t tr✐❛♥❣✉❧é s✐ s♦♥ ✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧é✳
✻ ❖♥ ♣❛r❧❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❞❡ G✳
❈P▼ ✿ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✺
❉❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ré❛❧✐sé❡ ❡st ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❝♦❧♦r❡ t♦✉s ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❡t q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❧✉s ❢♦rts ♣♦✐❞s ♦♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs
✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s tr♦✐s
♣ré❢ér❡♥❝❡s ❝❛r s✐♥♦♥ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❆✱ ❇✱ ❊ ❡t ❋ s❡r❛✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r
❡t ❞♦♥❝ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ s❡r❛✐❡♥t ✈✐♦❧é❡s✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❝❡tt❡
♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❞❡s r❡❣✐str❡s ❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❝❤❡r❝❤❡r
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts k✲❝♦❧♦r❛❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉✈❛♥t êtr❡ ❝♦❧♦rés ❛✈❡❝ k
❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦❧♦r❡r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳
A
E
B
F
C
D
23
4
❋✐❣✳ ✶✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡ rés♦❧✉❡ ❞❡ CPM ✳
✷✳✷ ❆♣♣r♦❝❤❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s
CPM ét❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ✭♣✉✐sq✉✬✐❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✮✱ ❧❛ q✉❛s✐✲t♦t❛❧✐té ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✐♠❛❣✐♥é❡s ♦♥t été ❤❡✉r✐st✐q✉❡s
✭❬❈❤❛✽✷❪✱ ❬❇❈❚✾✹❪✱ ❬●❆✾✻❪✱ ❬PP✵✺❪✱✳ ✳ ✳✮✳ ❈❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣r♦♣♦s❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s
❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ▲❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❡✛❡❝t✉❡♥t
❧❡s ❞❡✉① ♣❤❛s❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ t❛♥❞✐s q✉❡ ❞✬❛✉tr❡s✱ ♣❧✉s s♦♣❤✐st✐q✉é❡s✱
❧❡s ré❛❧✐s❡♥t s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✳ ▲❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s é✈♦❧✉❡♥t
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥❝♦r❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✜♥ ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ r❛♣✐❞✐té ❝r♦✐ss❛♥t❡
❞❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ❝♦ût ❝r♦✐ss❛♥t ❞❡s ❛❝❝ès à ❧❛ ♠é♠♦✐r❡✳ P♦✉r ✉♥ ❝♦♠✲
♣✐❧❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ t❡❧ q✉❡ ❈✱ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡
❡st ❝❡❧❧❡ ❞✬❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡ ✭❬●❆✾✻❪✮✳ ❈✬❡st ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡❧❧❡ q✉✐ ❛ été ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
❝❤♦✐s✐❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❈♦♠♣❈❡rt✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ré❝❡♥t❡ ❡st ❝❡❧❧❡
✐♠❛❣✐♥é❡ ♣❛r P❛❧s❜❡r❣ ❡t P❡r❡✐r❛ ✭❬PP✵✺❪✮✳ ❙✐ s♦♥ ❡✣❝❛❝✐té ♥✬❡st ♣❛s s✉✣s❛♥t❡
♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✬❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡✱ s❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥ts s♦♥t ♣❛r ❝♦♥tr❡
❢♦rts ✐♥tér❡ss❛♥ts✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♣✐st❡ ♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ❆♥❞❡rss♦♥ ✭❬❆♥❞✵✸❪✮✱
❝❡✉①✲❝✐ ♦♥t ♠❡s✉ré q✉✬✉♥❡ ❧❛r❣❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♦♥t ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ❞✬êtr❡ tr✐❛♥❣✉❧és✳ ■❧s ❛✣r♠❡♥t ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ♣❧✉s ❞❡ ✾✺✪ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥✲
✻ ❙✳ ❇❧❛③②✱ ❇✳ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ❡t ❊✳ ❙♦✉t✐❢
t❡r❢ér❡♥❝❡s ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❏❛✈❛ ✶✳✺ ❡t ❞❡s ✷✼✾✷✶ ❣r❛♣❤❡s ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐és ♣❛r ❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡ ✭❬❆●✵✺❪✮ ♦♥t ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉✲
s❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t été ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s♦♥t
é❣❛❧❡♠❡♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és ✭❬❇❉❘✵✼❜❪✱ ❬❇❉❘✵✼❛❪✮✳
✷✳✸ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❛♣♣❧✐q✉é❡ à
❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s
▲❡s ♣r❡♠✐❡rs tr❛✈❛✉① ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✵✱✶
♣♦✉r ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❡t✐t❡ t❛✐❧❧❡ ❢✉r❡♥t ❝❡✉① ❞❡
●♦♦❞✇✐♥ ❡t ❲✐❧❦❡♥ ❡♥ ✶✾✾✻ ✭❬●❲✾✻❪✮ s✉r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥ts ♠❛✐s ♣❛s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣♦✉r r❡♠♣❧❛❝❡r ❧✬❛♣✲
♣r♦❝❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥❝❧✉❛♥t ♣❤❛s❡s ❞❡
✈✐❞❛❣❡ ❡t ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳ ❊♥ ✷✵✵✶✱ ❆♣♣❡❧ ❡t ●❡♦r❣❡ ✭❬❆●✵✶❪✮ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❢♦r✲
♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❝❡ss❡✉rs à ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❈■❙❈ ♣✉✐s
♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ✭❧❡✉rs t❡♥t❛t✐✈❡s
❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ s❡ s♦♥t
❛✈éré❡s ✐♥❢r✉❝t✉❡✉s❡s✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ♣❛r ❧❡ s♦❧✈❡✉r✮✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❢✉r❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♠❡✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ●♦♦❞✲
✇✐♥ ❡t ❲✐❧❦❡♥✳ ❈❡tt❡ ❛♥♥é❡✱ ●r✉♥❞ ❡t ❍❛❝❦ ✭❬●❍✵✼❪✮ ♦♥t é❧❛❜♦ré ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❝♦✉♣❡s ✭❝❢✳ ♣❛rt✐❡ ✺✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳
▲❡✉r ❞é♠❛r❝❤❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ✹✼✶ ❞❡s ✹✼✹ ❣r❛♣❤❡s
❞❡ ❧✬❖♣t✐♠❛❧ ❈♦❛❧❡s❝✐♥❣ ❈❤❛❧❧❡♥❣❡✼ ❞❛♥s ❞❡s t❡♠♣s très r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ✭✹✸✵ ❝❛s s♦♥t tr❛✐tés ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ✻ s❡❝♦♥❞❡s✮✳
✷✳✹ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ✵✲✶
❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡ rés♦❧✉ ✭s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ k ❞❡
r❡❣✐str❡s ❛ été ♠♦♥tré s✉✣s❛♥t✱ s♦✐t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❡♥
✷✳✷ ♦✉ ✷✳✸ ❛ été ❛♣♣❧✐q✉é❡s✮✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡
❢✉s✐♦♥✱ q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡
G = (S, I, P )✱ à ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬●❍✵✼❪✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦❧♦rés ❝❛r ✉♥
s♦♠♠❡t q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦❧♦ré ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ st♦❝❦é❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✱ ❝❡
q✉✐ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① q✉✬✉♥❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ♥♦♥✲s❛t✐s❢❛✐t❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉①
t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xic q✉✐
✈❛❧❡♥t ✶ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ s♦♠♠❡t i ❡st ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r c ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
yij q✉✐ ✈❛❧❡♥t ✶ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (i, j) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡t i ❡t j s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs
❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ✷✳ ■❧ ❝♦♠♣r❡♥❞
tr♦✐s sér✐❡s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✿
✕ à ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❞♦✐t êtr❡ ❛✛❡❝té❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r (C1)✱
✼ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ♣✉❜❧✐é❡ ♣❛r ❆♣♣❡❧ ♣♦✉r ❧✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❢✉s✐♦♥✳
❈P▼ ✿ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✼
✕ ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s
(C2)✱
✕ yi,j ❞♦✐t ✈❛❧♦✐r ✶ s✐ i ❡t j s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s (C3)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧❡s
❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❧♦rs ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té (C3) ✈❛✉t ✶
❧♦rsq✉❡ c ❡st ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞❡ i✳
P♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡s ❛rêt❡s ❞♦♥t ❧❡s ❡①✲
tré♠✐tés s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r f =
∑
(i,j)∈P wijyij ✳
(PF )



























Min
∑
(i,j)∈P
wijyij
s♦✉s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
(C1) ∀i ∈ {1, . . . , n(G)},
k
∑
c=1
xic = 1
(C2) ∀(i, j) ∈ I, ∀c ∈ {1, . . . , k}, xic + xjc ≤ 1
(C3) ∀(i, j) ∈ P, ∀c ∈ {1, . . . , k}, xic − xjc ≤ yij
(C4) ∀i ∈ {1, . . . , n(G)}, ∀c ∈ {1, . . . , k}, xic ∈ {0, 1}
(C5) ∀(i, j) ∈ P, yij ∈ {0, 1}
❋✐❣✳ ✷✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❧❛ ❢✉s✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳
◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❡ ✈✐❞❛❣❡ s✐ ❝❡ ❞❡r✲
♥✐❡r ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉r ✵ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ✈✐❞é ❡♥
♠é♠♦✐r❡ ❡t s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣ès❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧✉s s♦✉♣❧❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s
❝♦✉❧❡✉rs✳
✸ ❈♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s
❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és
◆♦✉s s❛✈♦♥s ❞és♦r♠❛✐s q✉❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
s✬❛✈èr❡♥t tr✐❛♥❣✉❧és ✭❬PP✵✺❪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ❡st tr✐✲
❛♥❣✉❧é✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡
r❡❣✐str❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✜♥ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ st♦❝❦é❡s ❡♥ r❡✲
❣✐str❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ❝❛s é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡❣✐str❡s ❞✉ ♣r♦❝❡ss❡✉r
✭❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❘■❙❈ ❛❝t✉❡❧❧❡✮ ❡st s✉✣s❛♥t
♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ✈✐❞❛❣❡✳ ■❧ r❡st❡ ❛❧♦rs à tr❛✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉s✐♦♥✱
q✉✐ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t été ♣r♦✉✈é ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és ✭❬❇❉❘✵✼❛❪✮✳
❈❡tt❡ ♣❛rt✐❡ ♣ré❝✐s❡ ❧❡ st❛t✉t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ CPM ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉✲
❧és✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡st ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡
❞❛♥s ❝❡s ❣r❛♣❤❡s ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❆P❳✲❞✐✣❝✐❧❡✽✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ♣❡r♠❡t ❞❡
♣❧✉s ❞✬ét❛❜❧✐r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ CPM ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡
✽ ▲❛ ❝❧❛ss❡ ❆P❳ ❡st ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
α✲❛♣♣r♦❝❤é ❛✈❡❝ α ≥ 1 ✜①é✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡st ❆P❳✲❞✐✣❝✐❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡
✽ ❙✳ ❇❧❛③②✱ ❇✳ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ❡t ❊✳ ❙♦✉t✐❢
♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ♥♦té MCM ✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❡♥❥❡✉ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ à s❛ rés♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t
❞✬ét❛❜❧✐r ✉♥ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳
❙♦✐❡♥t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té✱ ✈❛❧✉é✱ à ✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✱ ❡t
T = {(s1, p1), . . . , (sq, pq)} ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ q ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G ❛♣♣❡✲
❧és t❡r♠✐♥❛✉①✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛ss♦❝✐é à (G, T ) ❝♦♥s✐st❡
à sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❛♥s G ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ✭❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥❡
❛rêt❡ (i, j) ét❛♥t wij✮ ❞♦♥t ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ♥❡ ❧❛✐ss❡ ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡♥tr❡ si ❡t
pi ♣♦✉r t♦✉t i ✭❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❛rêt❡s ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡✱ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡
t❡r♠✐♥❛✉① s♦♥t ❞✐t❡s ❞é❝♦♥♥❡❝té❡s✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ CPM ❡st ❆P❳✲❞✐✣❝✐❧❡ ♠ê♠❡ s✐ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡st
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭❡t ❞♦♥❝ s✬✐❧ ❡st tr✐❛♥❣✉❧é✮✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ▲✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❬P❨✾✶❪✮ (R, f) à ♣❛rt✐r
❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ MCM à tr♦✐s ♣❛✐r❡s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✉①✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❆P❳✲
❞✐✣❝✐❧❡ ✭❬❉❏P+✾✹❪✮✳ ❙♦✐t R ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ à ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I = (G, T =
{(s1, p1), (s2, p2), (s3, p3)}) ❞❡ MCM ❛ss♦❝✐❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ R(I) = (t, G′) ❞❡ CPM ✱
♦ù t ❡t G′ ❞és✐❣♥❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ G q✉✐ s♦♥t ❞❡s
t❡r♠✐♥❛✉① ❡t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥str✉✐t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ G′ ♣♦ssè❞❡ ❧❡s ♠ê♠❡s s♦♠♠❡ts q✉❡ G ❀
✕ (i, j) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s G′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (i, j) ❛♣♣❛rt✐❡♥t
à T ❀
✕ (i, j) ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦✐❞s p ❞❛♥s G′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (i, j)
❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ G ❞❡ ♣♦✐❞s p ❡t (i, j) ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t ♣❛s à T ✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✸ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G′ ❡st ✸ ♣✉✐sq✉❡ I ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉❡ ✸ ♣❛✐r❡s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✉①✳ ❖r
t♦✉s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ tr♦✐s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❝❡ q✉✐ ✐♥❞✉✐t q✉❡
❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G′ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ✭❡t ❡st ❞♦♥❝ tr✐❛♥❣✉❧é ♣✉✐sq✉❡
❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✮✳
❙♦✐t f ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❞❡ R(I) ❛ss♦❝✐❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✉ ✈✉ ❞❡
❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ S✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ f(S) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ I ❞❡ ♠ê♠❡
✈❛❧❡✉r q✉❡ S✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s✱ s❛♥s ❡♥tr❛î♥❡r ❞❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉✬❛✉❝✉♥❡
❛rêt❡ ❞❡ G ♥✬❛♣♣❛rt✐❡♥t à T ✭❝❡s ❛rêt❡s ❢♦♥t ❡♥ ❡✛❡t ♣❛rt✐❡ ❞❡ t♦✉t❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡
❛❞♠✐ss✐❜❧❡ ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ êtr❡ s✉♣♣r✐♠é❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡✮✳
❙♦✐t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ (i, j) ❞✉ ❣r❛♣❤❡ G′ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ R(I)✳
S ét❛♥t ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G′✱ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❛ss♦❝✐é❡s à i ❡t j
s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ i ❡t j ♣♦ssè❞❡
❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s
❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ G′ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉①
♣❛✐r❡s ❞❡ t❡r♠✐♥❛✉① ❡t ❛✉① ❛rêt❡s ❞❡ G✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛rêt❡s
❞❡ G r❡❧✐❛♥t ❞❡✉① t❡r♠✐♥❛✉① ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à f(S)✳
❆✐♥s✐✱ f(S) ❡st ✉♥❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ❞❡ G✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❞❡
ǫ > 0 t❡❧ q✉❡✱ s✐ P6=◆P✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ (1 + ǫ)✲❛♣♣r♦❝❤é✳ ❊♥✜♥ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❆P❳✲❝♦♠♣❧❡t s✬✐❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❆P❳ ❡t ❡st ❆P❳✲❞✐✣❝✐❧❡✳
❈P▼ ✿ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✾
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3T = {(A,B),(A,H),(G,D)}
I R(I)
❋✐❣✳ ✸✳ ❯♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ I ❞❡ MCM ❡t R(I)✳
CPM ❡t MCM s♦♥t é❣❛❧❡s ✿ t♦✉t❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡♥t
∑
(i,j)∈f(S) wij ✳ ❉♦♥❝ S ❡t f(S)
♦♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳ ▲❛ ✜❣✉r❡ ✹ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❞❡ CPM ❡t f(S)
♣♦✉r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣rés❡♥té❡s ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❚r♦✐s ❝♦✉❧❡✉rs s✉✣s❡♥t à ♦❜t❡♥✐r
✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ♦♣t✐♠❛❧❡ ✭❛❧♦rs q✉✬✐❧ ② ❛ ✺ s♦♠♠❡ts ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r❢✲
❣r❛♣❤❡✮ ✿ ✉♥❡ ♣♦✉r A ❡t F ✱ ✉♥❡ ♣♦✉r B✱ C ❡t G ❡t ❡♥✜♥ ✉♥❡ ♣♦✉r H✱ D ❡t E✳
▲❡s ❛rêt❡s ❡♥ ❣r❛s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ f(S)✳
P♦✉r ❛❝❤❡✈❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦ssè❞❡♥t
❧❡ ♠ê♠❡ ♦♣t✐♠✉♠✳ P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é q✉✬à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
CPM ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ✈❛❧❡✉r é❣❛❧❡ ❞❡ MCM ✱ ✐❧ ♥❡
r❡st❡ q✉✬à ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥t ✐♥✈❡rs❡✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g q✉✐ à t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ C ❞❡ I ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❝♦❧♦✲
r❛t✐♦♥ ❞❡ G′ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ s✉♣♣r✐♠❡r ❞❡ G′ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ C ❀
✕ ♦r❞♦♥♥❡r ❧❡s t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡ ✶ à t ❡t ❝♦❧♦r❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣r❡❢✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡
i ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❝♦✉❧❡✉r ♥✬❛②❛♥t ❥❛♠❛✐s été ✉t✐❧✐sé❡ ❀
✕ ❝♦❧♦r❡r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ♥♦♥ ❝♦❧♦rés ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✶ ❀
✕ ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ C à G′✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ✉♥❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ C ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ I ❛❧♦rs ❧❛
❝♦❧♦r❛t✐♦♥ g(C) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ R(I) ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡✳
❙✐ C ❡st ✉♥❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ❛❧♦rs ❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ t❡r♠✐♥❛✉① (si, pi) ❡st ❞é❝♦♥✲
♥❡❝té❡ ❞❛♥s G✳ ❈♦♠♠❡ G ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣r❡❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G′ ❡t q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ T ✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡
♣❛s ❞✬❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ✐♥t❡r♥❡ à ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ♣r❡❢✲❝♦♥♥❡①❡ ❞❡ G′✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r❡❢✲❝♦♥♥❡①❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡
❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❞❡ G′ s♦♥t ❝♦❧♦ré❡s ♣❛r ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❛✉
✶✵ ❙✳ ❇❧❛③②✱ ❇✳ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ❡t ❊✳ ❙♦✉t✐❢
A
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3T = {(A,B),(A,H),(G,D)}f(S) = {(A,G),(C,D),(F,H),(G,H)}valeur des solutions : 2 + 3 + 1 + 1 = 7
❋✐❣✳ ✹✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ S ❞❡ R(I) ❡t f(S)✳
♣❧✉s t ❝♦✉❧❡✉rs✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ♥✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥t ♣❛s ❛✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r❡❢✲❝♦♥♥❡①❡s
❞é❥à ❝♦❧♦ré❡s s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts ✐s♦❧és ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
❧❡s ❝♦❧♦r❡r t♦✉s ❛✈❡❝ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦✉❧❡✉r ✉t✐❧✐sé❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❆✐♥s✐✱ t♦✉s ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞❡ G′ s♦♥t ❝♦❧♦rés ❡t ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡st r❡s♣❡❝té❡✱
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ g(C) ❡st ✉♥❡ t✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ G′✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s
❞❡ C ♦♥t ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ s❛✉❢ é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s q✉✐
s♦♥t ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ❞❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r❡❢✲❝♦♥♥❡①❡s ♥❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ♣❛s ❞❡ s♦♠♠❡ts
❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ g(C) ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ C✳
❆✐♥s✐✱ S ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ R(I) s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ f(S) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉✲
t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ I✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ I ❡st ✐♥❢ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ à ❝❡❧✉✐ ❞❡ R(I)
♣✉✐sq✉❡ f ❛ss♦❝✐❡ à t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ R(I) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ I ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞❡ I ❡st s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞❡ R(I) ♣✉✐sq✉❡ g ❛ss♦❝✐❡ à
t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ I ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ R(I) ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♦✉ é❣❛❧❡✳
❈❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❞♦♥t
❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ❞✉ ♣r❡❢✲❣r❛♣❤❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲
❣r❛♣❤❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ MCM ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ CPM ✳ ❘és♦✉❞r❡ ❡✣❝❛✲
❝❡♠❡♥t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ MCM ✳ ◆♦✲
t♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ét❛❜❧✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞✉ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥✳ ❆✉ss✐ CPM ♣♦ssè❞❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ O(log|I|)✲❛♣♣r♦❝❤é s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❝♦✉❧❡✉rs ❡st s✉♣ér✐❡✉r ♦✉ é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❬●❱❨✾✸❪✳
❈P▼ ✿ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✶✶
✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s
❆✉ ✈✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ CPM ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐s✲
s♦♥s ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r é♥✉♠ér❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❡①❛❝t✳
❖✉tr❡ ❝❡rt❛✐♥❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s
✐❝✐✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s✱ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣rés❡♥té ♣❛r ●r✉♥❞ ❡t
❍❛❝❦ ✭❬●❍✵✼❪✮✱ ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●r✉♥❞ ❡t ❍❛❝❦ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞✐✈❡rs❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r
CPM ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ P♦✉r t♦✉t❡
❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ (i, j) ❡t t♦✉t❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ (e1, . . . , el) r❡✲
❧✐❛♥t i à j ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs
❞✐✛ér❡♥t❡s ❀ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
∑l
i=1 yei ≥ 1 ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❈❡s ❝♦✉♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ MCM ✳
◆♦✉s s♦✉❤❛✐t♦♥s ét❡♥❞r❡ ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés à ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✬❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ r❡❧✐❛♥t
❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉① ❝②❝❧❡s ❞✬❛rêt❡s
❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❛❣✐ss❡♥t s✐ ❞❡✉①
s♦♠♠❡ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ♦♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❞❡✉①
s♦♠♠❡ts ♦♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❞✬❛rêt❡s ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ❛✉
♠♦✐♥s ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝②❝❧❡✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❜✉t ❧❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s✳
❚❤é♦rè♠❡ ✷✳ P♦✉r t♦✉t ❝②❝❧❡ (e1, . . . , el)✱ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts (i, j) ❞❡ ❝❡
❝②❝❧❡ ❡t t♦✉t❡ ❝♦✉❧❡✉r c ❞❡ ④✶✱✳ ✳ ✳✱❦⑥ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té 2(xic−xjc) ≤
∑l
i=1 yei ❡st ✈❛❧✐❞❡✳
❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❝❛s✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s i ❡t j s♦♥t ❞❡ ❧❛
♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡t ❛❧♦rs ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✈❛✉t ✵ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❝♦✉❧❡✉r c ❡t ❞♦♥❝
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ i ❡t j s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs
❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✈❛✉t ✷ s✐ c ❡st ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r
❛ss♦❝✐é❡ à i✱ ✲✷ s✐ c ❡st ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❛ss♦❝✐é❡ à j ❡t ✵ s✐♥♦♥✳ ❙✐ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
✈❛✉t ✷ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞✉ ❝②❝❧❡ q✉✐ ♦♥t ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs
❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ❞♦♥❝ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ s✐♥♦♥ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳
▲❛ ✜❣✉r❡ ✺ ❞é❝r✐t ✉♥ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝②❝❧❡ s♦♥t ✈✐♦❧é❡s✳
▲❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❝②❝❧❡ ♦♥t été ♦r✐❡♥té❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬❛rêt❡ (i, j) ❡st ♦r✐❡♥té❡ ❞❡ i
✈❡rs j s✐ yij ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s (PF ) ✭♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s C4 ♥❡
s♦♥t ♣❛s s②♠étr✐q✉❡s✮✳ ❆ ❝♦té ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t i ❞✉ ❝②❝❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧❡ ✈❡❝t❡✉r
xi ✭♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣♦✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ ✸ ❝♦✉❧❡✉rs✮✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❝❤❛q✉❡ yij ✿ yAB = 0.2✱ yBC = 0.2✱ yCD = 0.2 ❡t yDA = 0.1✳ P❛r
❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ❞❡ ❝②❝❧❡ s♦♥t ✈✐♦❧é❡s ✐❝✐✱ ✉♥❡ ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts A ❡t
C ✭2(xA1 − xC1) = 0.8✮ ❡t ✉♥❡ ♣♦✉r B ❡t C ✭2(xB3 − xC3) = 0.8✮✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r t♦✉t ❝②❝❧❡ ❞✬❛rêt❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠✲
♠❡♥t ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ q✉❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❝②❝❧❡✳
❆✐♥s✐✱ s✐ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞❡s ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s
✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❞✉ ❝②❝❧❡✳ P❛r
❝♦♥tr❡✱ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❞❡✉① ❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❝❡s ❝♦✉♣❡s ♥❡ s✉✣s❡♥t ♣❧✉s ❝❛r ❧❡s
✐♥é❣❛❧✐tés s♦♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐❡s✳ ■❧ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❝❡s ✐♥é❣❛❧✐tés à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s✳
✶✷ ❙✳ ❇❧❛③②✱ ❇✳ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ❡t ❊✳ ❙♦✉t✐❢
A
D
B
C(0.7 0.2 0.1)
(0.5 0.5 0)
(0.3 0.3 0.4)
(0.6 0.2 0.2)
❋✐❣✳ ✺✳ ❯♥ ❝❛s ❞❡ ❝♦✉♣❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s ♣♦✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts A ❡t C ✭♣r❡♠✐èr❡ ❝♦✉❧❡✉r✮ ❡t ❧❡s
s♦♠♠❡ts B ❡t C ✭tr♦✐s✐è♠❡ ❝♦✉❧❡✉r✮✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ♣♦rt❛♥t s✉r ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ s♦✉❧è✈❡ ✉♥ ❛✉tr❡
✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ✿ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❡s✳ ▼❛♥✐❢❡st❡♠❡♥t
❧❡s ❝②❝❧❡s à ✉t✐❧✐s❡r ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ✐❧ ❡st
♣♦✉r ❧♦rs ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❝♦♥❥❡❝t✉r❡r s✐ ❧❡s ❝②❝❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts✱ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡
✜①❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦✉ ❧❡s ❝②❝❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s✱ q✉✐ ♣r♦❞✉✐s❡♥t
♣❧✉s ❞❡ ❝♦✉♣❡s✱ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐✈✐❧é❣✐és✳
✺ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ CPM
▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ CPM q✉❡ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ❝÷✉r ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥t ❞✬✉♥ ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ❝❡rt✐✜é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❆✉ss✐ ❡st✲✐❧ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦❞❡ q✉❡ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♣❡r♠❡t✲
tr❛ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❝♦❤❛❜✐t❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s ❞❡ ♣♦✐♥t❡ q✉❡ s♦♥t ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧✳ ◗✉❡❧q✉❡s ✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ ❈♦q✱ ❛✈❡❝ ❧❡q✉❡❧ ❡st ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❈♦♠♣❈❡rt✱ ♦♥t ❝♦♥❝❡r♥é
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s
q✉❛tr❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳
❆✐♥s✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦✲
r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡ ♣✉✐s ❧✬❛✈♦♥s ✈ér✐✜é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ♣r♦✉✈é ♦♣t✐♠❛❧ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦❧♦r❡ ❡st tr✐❛♥❣✉❧é✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❝❧✐q✉❡ s✉❢✲
✜t ♣♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡ à ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡✳ ▼❛✐s
♣♦✉r ❧❡ ♣r♦✉✈❡r ❞❛♥s ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥♥✐st❡ q✉✬✉t✐❧✐s❡ ❈♦q ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ k✲❝♦❧♦r❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝❡❧❧❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✲
❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳ ❈❡❝✐ ❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ s♣é❝✐✜❡r ❡t ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬♦r❞r❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐❝✐❛❧ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✲
❈P▼ ✿ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✶✸
❧♦r❛t✐♦♥ ❣♦✉r♠❛♥❞❡✳ ❈❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵✵✵✵ ❧✐❣♥❡s ❞❡ ❈♦q
❡t ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❇❘❙✵✽❪✳
P♦✉r ❝❡ q✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✵✲✶ ❡t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❈P▲❊❳✱ ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡♥✈♦②é❡ ♣✉✐s ♥♦✉s ✈ér✐✜♦♥s ❛✈❡❝
❈♦q q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ✈é✲
r✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ ❧✬✐♥térêt ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ré❛❧✐s❡r ♠❛✐s ♣rés❡♥t❡ ❞❡✉① ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts
♠❛❥❡✉rs ✿ ❡❧❧❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡①é❝✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣r♦✉✈é❡✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ✉♥ s♦❧✈❡✉r ✈ér✐✜é ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♣r♦❥❡t ❜✐❡♥ tr♦♣ ❛♠❜✐t✐❡✉① ♣♦✉r ❧♦rs ❛✉ ✈✉ ❞❡ ❧✬❡✣✲
❝❛❝✐té ❞❡s s♦❧✈❡✉rs ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①✳ ➚ t❡r♠❡✱ ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s ♥é❛♥♠♦✐♥s ♣r♦✉✈❡r ❡♥
❈♦q q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ (PF ) ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
✈❛❧✐❞❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ❈♦q ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦rt❛♥t s✉r
❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✵✲✶ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧✬❛❝❝ès à ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡
♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧✳
✻ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣ré❢ér❡♥❝❡s ❛ été r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ ét✉❞✐é ❡t
❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s s✬❛✈èr❡♥t ❞♦♥❝ ♥♦♠❜r❡✉s❡s✳ ❆✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
❛♣♣❛r❛ît ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✬✐♥t❡r❢é✲
r❡♥❝❡s ❡t ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡t
q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t ♣r♦♠❡tt❡✉s❡s✳ ◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡s ❡♥ ❞ét❡r♠✐♥❛♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s
✐♥é❣❛❧✐tés ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ♥❡ ❝♦♥❝❡r♥❡♥t q✉❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts
❞♦♥t ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❡t ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s ❧❡s ét❡♥❞r❡ à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧✲
❝♦♥q✉❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝♦❧♦rés✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s é✈♦q✉é
❞❡ ❝❤♦✐s✐r q✉❡❧s ❝②❝❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣❧✉s ❞❡
❝♦✉♣❡s✳ ❊♥✜♥ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛❥♦✉t❡r ❛✉① ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ❞❡ CPM ❝❡rt❛✐♥❡s
✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ❞❡ MCM ♦✉ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡✳
◆♦✉s ❛✐♠❡r✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r❡ à ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✱
❝♦♠♠❡ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❜✐♣❛rt✐s ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ s♦♥t ✷✲❝♦❧♦r❛❜❧❡s ❛✜♥ ❞❡ rés♦✉❞r❡
MCM ✳ ◆♦t♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉❡ CPM ♣❡r♠❡t ❞✬❛❜♦r❞❡r MCM s♦✉s ✉♥ ❛♥❣❧❡ t♦✲
t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❢♦r♠é ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡
✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① t❡r♠✐♥❛✉① ❞❡ MCM✮ ❡t ♥♦♥ ❛✉① ❛rêt❡s ❞❡ ♣ré❢ér❡♥❝❡
✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ MCM✮✳ ■❧ s❡r❛✐t ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t
✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r CPM ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♦ù ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ❡t ❧❡ ♣r❡❢✲❣r❛♣❤❡
s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r s✉r ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛
✜❣✉r❡ ✹✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢✲❣r❛♣❤❡ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❞✬♦ù ❧✬✐♥térêt ❞❡
s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r✱ ♦✉ ❞✉ ♠♦✐♥s ❜♦r♥❡r✱ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ CPM ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡ à ✉♥❡
♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✶✹ ❙✳ ❇❧❛③②✱ ❇✳ ❘♦❜✐❧❧❛r❞ ❡t ❊✳ ❙♦✉t✐❢
❊♥s✉✐t❡✱ ❝❡t ❛rt✐❝❧❡ ét❛❜❧✐t ✉♥ r❛t✐♦ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s ❞❡
CPM ✳ ❙❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛♣♣r♦❝❤é ♣♦✉r CPM ❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ q✉✐ r❡st❡ ♦✉✈❡rt✳
❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❝♦♥❝✐❧✐❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ♠ét❤♦❞❡s ❢♦r♠❡❧❧❡s ♥♦✉s
s♦✉❤❛✐t♦♥s ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬❛❝❝ès ❛✉① ♠ét❤♦❞❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝❡❧❧❡s
✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❛✜♥ ❞✬✐♥❝❧✉r❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛✲
t✐♦♥ à ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ✈ér✐✜és ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳
✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❈❡t ❛rt✐❝❧❡ ❛ ♣rés❡♥té ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ CPM q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r✱ ❡♥tr❡
❛✉tr❡s✱ ❧✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❆P❳✲
❞✐✣❝✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s tr✐❛♥❣✉❧és✱ q✉✐ r❡❣r♦✉♣❡♥t ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ❡t ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t♦✐r❡ ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ❞é❝r✐t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r CPM ❡t ♣rés❡♥té
s✉❝❝✐♥❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❛ss♦❝✐é à ❧❛ ❞é♠❛r❝❤❡ ❞❡ ré✲
s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧❡s ✈♦✐❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ s♦♥t ♦✉✈❡rt❡s ❝❛r ❧❡s ❛s♣❡❝ts t❤é♦✲
r✐q✉❡s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡✉ été ét✉❞✐és✳ ◆♦✉s ❡s♣ér♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡
❞❡s r❡❝❤❡r❝❤❡s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s ♣❡r♠❡ttr♦♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡
CPM ✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦♥t ❡①trê♠❡♠❡♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧
♣❡r♠❡t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞✬❛✣♥❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡
rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳
❘é❢ér❡♥❝❡s
❬❆●✵✶❪ ❆♥❞r❡✇ ❲✳ ❆♣♣❡❧ ❛♥❞ ▲❛❧ ●❡♦r❣❡✳ ❖♣t✐♠❛❧ s♣✐❧❧✐♥❣ ❢♦r ❈■❙❈ ♠❛❝❤✐♥❡s ✇✐t❤
❢❡✇ r❡❣✐st❡rs✳ ■♥ ❙■●P▲❆◆ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡ ❉❡s✐❣♥
❛♥❞ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♣❛❣❡s ✷✹✸✕✷✺✸✱ ✷✵✵✶✳
❬❆●✵✺❪ ❆♥❞r❡✇ ❲✳ ❆♣♣❡❧ ❛♥❞ ▲❛❧ ●❡♦r❣❡✳ ✷✼✱✾✷✶ ❛❝t✉❛❧ r❡❣✐st❡r✲✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡
❣r❛♣❤s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ▼▲ ♦❢ ◆❡✇ ❏❡rs❡②✱ ✈❡rs✐♦♥ ✶✳✵✾ ✕
❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝s✳♣r✐♥❝❡t♦♥✳❡❞✉✴∼❛♣♣❡❧✴❣r❛♣❤❞❛t❛✴✱ ✷✵✵✺✳
❬❆♥❞✵✸❪ ❈❤r✐st✐❛♥ ❆♥❞❡rss♦♥✳ ❘❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜② ♦♣t✐♠❛❧ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ■♥
❈♦♠♣✐❧❡r ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✭❈❈✮✱ ♣❛❣❡s ✸✸✕✹✺✱ ✷✵✵✸✳
❬❇❈❚✾✹❪ Pr❡st♦♥ ❇r✐❣❣s✱ ❑❡✐t❤ ❉✳ ❈♦♦♣❡r✱ ❛♥❞ ▲✐♥❞❛ ❚♦r❝③♦♥✳ ■♠♣r♦✈❡♠❡♥ts t♦
❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣ r❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ▲❛♥❣✉❛❣❡s
❛♥❞ ❙②st❡♠s ✭❚❖P▲❆❙✮✱ ✶✻✭✸✮ ✿✹✷✽ ✕ ✹✺✺✱ ✶✾✾✹✳
❬❇❉❘✵✼❛❪ ❋❧♦r❡♥t ❇♦✉❝❤❡③✱ ❆❧❛✐♥ ❉❛rt❡✱ ❛♥❞ ❋❛❜r✐❝❡ ❘❛st❡❧❧♦✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ r❡❣✐st❡r ❝♦❛❧❡s❝✐♥❣✳ ■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ s②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❝♦❞❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❝❣♦✬✵✼✮✱ ❙❛♥ ❏♦s❡✱ ❯❙❆✱ ♠❛r ✷✵✵✼✳ ■❊❊❊ ❈♦♠♣✉t❡r ❙♦❝✐❡t②
Pr❡ss✳ ❇❡st ♣❛♣❡r ❛✇❛r❞✳
❬❇❉❘✵✼❜❪ ❋❧♦r❡♥t ❇♦✉❝❤❡③✱ ❆❧❛✐♥ ❉❛rt❡✱ ❛♥❞ ❋❛❜r✐❝❡ ❘❛st❡❧❧♦✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
♦❢ s♣✐❧❧ ❡✈❡r②✇❤❡r❡ ✉♥❞❡r ss❛ ❢♦r♠✳ ■♥ ❆❝♠ s✐❣♣❧❛♥✴s✐❣❜❡❞ ❝♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥
❧❛♥❣✉❛❣❡s✱ ❝♦♠♣✐❧❡rs✱ ❛♥❞ t♦♦❧s ❢♦r ❡♠❜❡❞❞❡❞ s②st❡♠s ✭❧❝t❡s✬✵✼✮✱ ❙❛♥ ❉✐❡❣♦✱
❯❙❆✱ ❥✉♥ ✷✵✵✼✳
❈P▼ ✿ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✐♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ❡t ✈ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡ ✶✺
❬❇❘❙✵✽❪ ❙❛♥❞r✐♥❡ ❇❧❛③②✱ ❇❡♥♦ît ❘♦❜✐❧❧❛r❞✱ ❛♥❞ ❊r✐❝ ❙♦✉t✐❢✳ ❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡❣✐str❡s ♣❛r ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❆❝t❡s ❞❡s
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❬❈❤❛✽✷❪ ● ❏ ❈❤❛✐t✐♥✳ ❘❡❣✐st❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ s♣✐❧❧✐♥❣ ✈✐❛ ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✳ ❙②♠♣♦s✐✉♠
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